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 العارضات غير المحدَّدة إستاتيكيا  

التي يزيد عدد ردود الأفعال المجيولة عن عدد يكياً ىي العارضة تستاإالعارضة الغير محددة 

العارضة الوتدية المدعومة, معدلات الاتزان. العارضات الغير محددة إستاتيكياً  ثلاثة أنواع وىي 

العارضة المبنية من الطرفين, العارضة المستمرة المسنودة عمى أكثر من مسندين. سنركِّز الحديث 

 عمى النوعين الأولين فقط.

 (:1مثال)

مُسمط عمييا حمل موزَّع بانتظام  20mطرفين بحرىا عارضة ليا مقطع منتظم مبنية من ال

8kN/m  120وحمل مركَّزkN  ح في الرسم أدناه. أوجد ردود الأفعال )القوى وعزوم كما موضَّ

E = 200kN/mmالتثبيت( ومقدار موضع الانحراف الأقصى 
  ,I = 500.10

 
mm

 . 

 
 الحل:

                     151201044
22

2

2

 xxxxRM
dx

vd
EI AA 

             Axxx
x

RxM
dx
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EI AA 
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2
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3

4

3

4
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    BAxxxx
x

R
x

MEIv AA 
344

32

152010
3

1

3

1
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                                          00,0  Bvx 

                                             00,0  A
dx

dv
x 

                                        0,20 
dx

dv
vmx 
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                               0250013331066720020  AA RM 

(1)                                             07.51410  AA RM 

                            025003333533331333200  AA RM 

(2)                                        05.262665.6  AA RM 

  ( يُعطي,2( و)1) حل المعادلتين

                                    kNmMkNR AA 3.295,7.83  

 الآن,

                                                                   kNRB 3.116 

 عزم الإنحناء عند الطرف اليمين,

                                                                   0M 

                          051201510820  AAB RMM 

 بعد التعويض نحصل عمى,

                                                                  kNmMB 3.421 

 والميل = صفراً  x < 15 > 10دعنا نفترض أنَّ القيمة القصوى للإنحراف في مقطع حيث 

                         010
3

4

3

4

2

7.83
3.295

33  xxRx
dx

dv
EI A 

 تصبح المعادلة, بعد التبسيط
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                                                     013337.1049.1 2  xx 

mxوالحل المطموب                                                           7.10 

 معادلة الانحراف,نعوِّض في 

kNmvEI 41847.0
3

1

3

7.10

6

7.107.83

2

7.10
3.295ˆ 4

432




 

 إذن الانحراف الأقصى,

                                         mmv 8.41
10.50010.200

10.4184
ˆ

63

12




 

 (:2مثال)

 (.1أرسم مخطَّطي قوة القص وعزم الإنحناء لمعرضة في المثال )

 الحل:

 
 (:3مثال)
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 الموضَّحة في الرسم أدناه.أوجد رد الفعل لدي الدعامة في العارضة الوتدية 

 
 الحل:

                               








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2

2

2 L
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wx

dx
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                          A
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


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



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                                        32

9
,0,
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A

dx
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              32

9
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2323 RL
x
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x

Rwx
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
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9
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BvLx  

32
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9
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342334 RLwL
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Rwx
EIv 








 

                                                               0,
4

 v
L

x

 
                                                            wLR

576

341
 

 (:4مثال)

. أرسم 4mوطول العارضة  10kN/m( 3إذا كان معدَّل الحمل في العارضة في المثال )

 مخطَّطي قوة القص وعزم الإنحناء.

 الحل:
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                                           mLmkNw 4,/10  

                                      kNR 7.23410
576

341
 

 ,x < 4 > 1قوة القص = صفر عند 

                                                 07.2310  xF 

                                                            mx 37.2 

                         kNmM 4.437.27.2337.25ˆ 2  

 عزم الإنحناء عند الطرف المبني,

                                 kNmM 9.837.2345 2  
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 تمرين:

 أحسب ردود الأفعال في العارضة الموضَّحة في الرسم. .1

 

Ans. (7.2kNm,  4.8kNm, 6.48kN,  3.52kN) 

 أحسب ردود الأفعال لمعارضة الموضَّحة أدناه. .2

 

Ans. (18kN,  6kN,  12kN) 

مسألة من الطرف الشمال لمعارضة المذكورة في ال 2mأوجد الانحراف عند مقطع عمى بعد  .3

EI = 7.10. خذ 2
  

Nmm
 . 

Ans. (4mm) 

 أحسب ردود الأفعال لمعارضة الموضَّحة في الرسم أدناه. .4

 

Ans. (4kNm,  53kN, 15kN) 
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خذ . 4أوجد الانحراف عند الطرف الحر لمعارضة المذكورة في المسألة  .5

EI=25MNmm
 . 

Ans. (4.1mm) 

أحسب الانحراف عند نقطة تسميط العزم المركَّز في العارضة الموضَّحة أدناه.             .6

EI=2MNmmخذ 
 . 

 

Ans. (4.1mm) 
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 إنحناء المقاطع الغير متماثمة

 عزم المساحة:

 

dAyxIdAxIdAyIمعموم أنَّ  xyyx   ,, و  Ivو  Iu. ىب إننا نريد أن نعبر عن 22

Iuv  بدلالةIx  وIy  وIxy  وθ. 

                                                      dAvIu 
2 

                                              sincos xyu  

                cossin2sincos 22222 xyxyu  

           2sincos1
2

1
2cos1

2

1 222 xyxyu  

             2sin2cos
2

1

2

1 22222 xyxyxyu  

(1     )     2sin2cos
2

1

2

1
xyyxyxu IIIIII  

 (2              )    2sin
2

1

2

1
xyyxyxv IIIIII  

                         2sin2sin
2

1
xyyxuv IIII  

 يكونان محورين رئيسين. Vو Uفإنَّ المحورين      Iuvإذا كانت 
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 وفي ىذه الحالة,

                    
yx

xy

II

I






2
2tan  

:  من المثمث في الرسم أدناه نجد أنَّ

 

                                
  22

4

2
2sin

xyyx

xy

III

I




 

                                
  22

4
2cos

xyyx

yx

III

II




 

لتحصل عمى عزوم المساحة الرئيسة وىي تمثل أقصى وأدني عزم ( 2( و)1عوِّض في المعادلتين )

 لممساحة.

                     22

2,1 4
2

1

2

1
xyyxyx IIIIII  

 (:1مثال)

 Ixيمران بمركز المساحة لمقطع عمى شكل زاوية الموضَّح في الرسم أدناه. أوجد  yو xالمحورين 

 حدِّد موضع المحورين الرئيسين.  Iو  Iو  Ixyو  Iyو 
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 الحل:

 , تحقق من أنيا كما يمي:x,yأولًا أوجد 

                                                    mmx 8.17 

                                                    mmy 8.42 

 , تحقق من أنيما كما يمي: Iyو  Ixثانياً أوجد  

                                               2610.05.3 mmI x  

                                               
 

2610.84.0 mmI y  

 أما مضروب عزم المساحة فإننا نحسبو من الصيغة التالية:

                                       222111 yxAyxAI xy  

                                     2

1 125010125 mmA  

                                     mmx 8.1258.171  

                                    mmy 7.198.425.621  

                                    33

111 10.2.315 mmyxA  

                                       2

2 6501065 mmA  

                                       mmx 7.248.175.422  
                                          mmy 8.3758.422  
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                                    33

222 10.9.6.6 mmyxA  

                                           4610.27.1 mmI xy  

                            22

2,1 4
2

1

2

1
xyyxyx IIIIII  

    22
66

2,1 92.0484.005.3
2

10
84.005.3

2

10
I 

                                      66

2,1 10.44.110.95.1 I 

                 46

2

46

1 10.51.0,10.39.3 mmImmI  

            
 

8326.0
10.84.005.3

10.92.022
2tan

6

3












yx

xy

II

I
 

                                                     8.392tan  

                                                       9.19tan 

 الإنحناء الغير متماثل:

ح في الرسم خذ  عارضة ذات مقطع عشوائي غير متماثل مُسمط عمييا عزم محض كما ىو موضَّ

 .أدناه. المطموب استنتاج صيغة لإجياد الإنحناء لأي نقطة عمى ىذا المقطع

 zأولًا وبصفة عامة ميما يكن العزم المُسمط فإنو يمكن تحميمو إلي مركبتين أحدىما حول المحور 

 سييل سنمثل العزم بمتجو عبارة عن سيم مزدوج الرأس,. لمتyوالآخر حول محور 

 
 فإنَّ الانفعال العمودي يكون كما يمي: dAلشريحة طولية مساحتيا 
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yz R

z

R

y
 

عمى التوالي وعميو يُصبح  zو yىما نصف قطر التقويسة حول المحورين  Rzو Ryحيث أنَّ 

 الإجياد كما يمي:

                                              
yz R

Ez

R

Ey
 

 لاحظ أنَّ ناتج القوى عمى المقطع = صفر.

                                                      dA 

                              0  dAz
R

E
dAy

R

E

yz

 

 وىذا لا يتحقق إلّا إذا كان,

                                       0  dAzdAy 

 لا يمران بمركز المساحة. yو zوىذا بدوره يعني أنَّ المحورين 

 أما العزم المُسمَّط فيمكن حسابو من,

            dAzy
R

E
dAy

R

E
dAM

yz

yz

2 

 ولكن,

                             
yzz IdAzyIdAy   ,2 

    (1                                 )
y

yz

z

z
z

R

EI

R

EI
M  

 وبالمثل,

                                            dAzM yy  

 وبعد التعويض نحصل عمى,
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    (2                                 )
y

y

z

yz

y
R

EI

R

EI
M  

 ( لنحصل عمى,2( و)1ويمكن حل المعادلتين )

                                    
yzzy

yzzzy

y III

IMIM

R

E
2


 

                                     
yzzy

yzyyz

z III

IMIM

R

E
2


 

 والآن عوِّض في المعادلة,

                                         z
R

E
y

R

E

yz

 

 لنحصل عمي,

   (3      )   
yzzy

yzzzyyzyzz

III

zIMIMyIMIM
2


 

 وبالتالي,   Iyz( إذا كان المقطع متماثل حول المحور الرأسي 3في المعادلة )

                                         z
I

M
y

I

M

y

y

z

z  

, فإنَّ صيغة الإجياد تصبح ما ىو     Myلوحده بمعني أنَّ   zإذا كان العزم مُسمَّط حول المحور 

 معروف لدينا سمفاً,

                                                   y
I

M
 

 (:2مثال)

    في مستوى يميل  3kNmإنحناء عارضة مقطعيا مستطيل مُسمط عمييا حمل يؤدي إلي عزم 

جياد الضغط في العارضة )أنظر المقطع(.. أوجد zلمحور   القيمة القصوى لإجياد الشد وا 
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 الحل:

                             kNmM y 5.130sin3  

                             kNmM z 6.230cos3  

                        46
3

10.5.12
12

100150
mmI y 


 

                       46
3

10.1.28
12

150100
mmI z 


 

 نتيجة التماثل,

                                                   0yzI 

 الإجياد,

                                    z
I

M
y

I

M

y

y

z

z  

     σحول محور التعادل أوجد أولًا 

                              
y

z

z

y

I

I

M

M

z

y
 2tan 

         2969.1
10.51.12

10.1.28

6.2

5.1
2tan

6

6













 

                                               4.52 
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تتعرَّض لأقصى إجياد ضغط  Aالجزء المظمَّل في حالة شد والآخر في حالة ضغط. إذن النقطة 

 تتعرَّض لأقصى إجياد شد. Bبينما النقطة 

 ,Aعند النقطة 

                          mmzmmy 50,75  

            
6

6

6

6

10.5.12

5010.5.1

10.1.28

7510.6.2 



 

                                  2/9.12 mmNA  

 ,Bعند النقطة 

                          mmzmmy 50,75  

          
6

6

6

6

10.5.12

5010.5.1

10.1.28

7510.6.2 



 

                                 2/9.12 mmNB  

 (:3مثال)

جياد الضغط الأقصى أوجد الإجياد الأقصى لممقطع الموضَّح في الرسم أدناه عندما يتعرَّض لزم  وا 

 .M =2kNmإنحناء 

 
 الحل:

,1ىذا المقطع مرَّ عمينا في المثال )  ( حيث وجدنا أنَّ

666 10.92.0,10.05.3,10.84.0,8.42,8.17  yzzy IIImmymmz 
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,من   معطيات المسألة نجد أنَّ

                                         kNmMM zy 2,0  

                                              
yxzy

zyz

III

zIyIM
2


 

 ,    σلتحديد محور التعادل نضع 

                                             
y

yz

I

I

z

y
 2tan 

                                 09529.1
84.0

92.0
2tan 


 

                                        6.47 

 الجزء المظمَّل مشدود والآخر مضغوط,

 
 ,Aعند النقطة 

                               mmzmmy 8.17,2.82  

              
2266

66

1092.010.05.310.84.0

108.1792.02.8284.010.2




A 

                                         2/1.71 mmNA  

 ,Bعند النقطة 

                               mmzmmy 8.17,8.42  

               
2266

66

1092.010.05.310.84.0

108.1792.08.4284.010.2




B 
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                                          2/0.61 mmNB  

 تمرين:

خضعت  200mmوعمقو  100mmومقطعيا مستطيل  4mعارضة وتدية خشبية طوليا  .1

لمحور     . الحمل الذي يعمل عمى مستوى يميل 400N/mلحمل موزَّع بانتظام معدَّلو 

 التماثل الرأسي لممقطع )أنظر الرسم(. أوجد إجياد الشد الأقصى في العارضة.

 

Ans. (7.8N/mm
 
) 

مقطع صمب إنشاءات لو الأبعاد الموضَّحة في الرسم أدناه يستخدم كعارضة مسنودة إسناد  .2

 750N/mتخضع لحمل موزَّع بانتظام في المستوي الرأسي معدَّلو  5mبسيط طوليا 

. أوجد إجياد الشد الأقصى في 500Nبالإضافة إلي حمل مركَّز في الوسط مقداره 

 العارضة .

 

 

 

 

Ans. (213N/mm
 
) 
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       θلو متجو يميل  M = 1.7kNmمقطع عمى شكل مجرى يتعرَّض لعزم إنحناء  .3

 .Bو A)أنظر الرسم أدناه(. أحسب الإجياد عند النقطتين  zلمحور 

 

Ans. (˗9.7N/mm
 
, 16.7N/mm

 
) 

لو متجو عمى  M = 1kNmمقطع عمى شكل زاوية )أنظر الرسم( يخضع لعزم إنحناء  .4

جياد الضغط الأقصى.. أحسب إجياد اzطول المحور   لشد الأقصى وا 

 

Ans. (˗14.8N/mm
 
, 14.3N/mm

 
) 
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 انبعاج الأعمدة

يحدث الانبعاج عندما تتعرض الأعمدة الطويمة إلي أحمال ضغط محورية تؤدي إلي تقويسيا 

نييارىا نتيجة لعدم الإتزان. ولمتميز بين الأعمدة الطويمة والقصيرة نستخدم نسبة النحافة  حيث  rوا 

 Aعزم مساحة لممقطع والعزم الثاني لممساحة وىو أصغر  Iو k = I/Aحيث أنَّ  r = L/kأنَّ 

مساحة المقطع. والواضح أنَّ الأعمدة الطويمة تنيار تحت أحمال أصغر من الأحمال التي تؤدي 

يمر إلي انييارىا في حالة السحق, وىي طريقة انييار الأعمدة القصيرة. يمكن استخدام نظرية او 

 لتحميل عدد من الأعمدة بحالات طرفية مختمفة.

 عمود مسماري من الطرفين:. 1

 

 عمى افتراض أنَّ العمود مستقيم والحمل محوري. من الرسم أعلاه نحصل عمى,

                                           PvM
dx

vd
EI 

2

2

 

EI

P
v

dx

vd
EI  22

2

2

,0  

 الحل ىو:

                 xBxAv  cossin  

               0,0,0  Bvx 

   0sin,0,  LAvLx  

 ,...2,1,0sin0  nnLLA  
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 نحصل عمى, αبعد التعويض عن 

                                                    
2

22

L

EIn
Pc


 

n  العارضة المنيارة كما موضَّح في الرسم أدناه. بالطبع لن يتجاوز العمود حالة تشير إلي شكل

n=1  سيكون قد انيار قبلًا, وعميو فإنَّ حمل الانييار أو الحمل الحرج أو حمل أويمر سيكون,لأنَّو 

                                                       
2

2

L

EI
Pc


 

 
. وعندما يُصبح الحمل Pcىذا الكلام يعني أنَّ العمود سيظل مستقيماً وسالماً ما دام الحمل أقل من 

P = Pc.فإنَّ العمود سينحرف ويتسارع الانحراف حتي يتم الانييار , 

 . عمود مبني من الطرفين:2

 

                                           oMPv
dx

vd
EI 

2

2

 

EI

P

EI

M
v

dx

vd
EI o  22

2

2

,  

                 
2

cossin



EI

M
xBxAv o 

            
P

M

EI

M
Bvx o 

2
,0,0


 

                                       0,00  A
dx

dv
x 

                                                    x
P

M
v cos1 
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                           1cos0  LvLx  
                                                                                             2 L 

 نحصل عمى, αوبتعويض عن قيمة 

                                                            
2

24

L

EI
Pc


 

 مبني من طرف وحر من الطرف الآخر:. عمود 3

 
 حاول أن تستنج لوحدك القانون التالي:

                                                           
2

2

4L

EI
Pc


 

 . عمود مبني من طرف ومسماري من الطرف الآخر:4

 

                                               QxPv
dx

vd
EI 

2

2

 

        
EI

P

EI

Qx
v

dx

vd
EI  22

2

2

,  

                  
2

cossin



EI

Qx
xBxAv  

                           0,0,0  Bvx 

(1)                  
P

QL
LAvLx  sin0 

(2)                
P

QL
LA

dx

dv
Lx  cos0 
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                                                         LL  tan 

                                                            49.4L 

                                         
2

2

2

05.21.20

L

EI

L

EI
Pc


 

تم تحميل عمدان مستقيمة ومُسمط عمييا أحمال محورية. في الواقع تمك في كل الأمثمة السابقة 

حالات مثالية فالعمود قل ما يكون كامل الاستقامة كما أنَّ الحمل نادراً ما يكون محورياً. وليذا 

 سنقوم بتحميل أعمدة مُسمط عمييا أحمال لا تمركزية وسنقوم بتضمين التقوس الأولي في التحميل.

 حمل لا تمركزي:ط عميو مُسمعمود . 1

 

                                                    Pv
dx

vd
EI 

2

2

 

                        02

2

2

 v
dx

vd
EI  

                 xBxAv  cossin  

               eBvx  ,0,0 

 
2

tan,,2/
L

eA
dx

dv
vLx


 

                                







 xx

L
ev 


cossin

2
tan 

لا في حالة الحمل الحرج فقط. إن لاحظ أنَّ الحمل اللاتمركزي يسبب انحرافاً في كل الأحوال 

 الانحراف يُصبح لا نيائياً عندما يكون,

                                 


 L
L

,
2

tan 



23 
 

 أي أنَّ حمل الانييار,

                                                       
2

2

L

EI
Pc


 

 ولكن في ىذه الحالة ولوجود إجيادات ضغط فإنَّ العمود لا ينيار نتيجة الانبعاج.

الانحراف الأقصى في الوسط 
2

L
x , 

                        
2

sec
2

cos
2

sin
2

tanˆ
L

e
LLL

ev










 

 الانحناء الأقصى,عزم 

                                      
2

secˆˆ L
PvPM c


 

 والإجياد الأقصى يتم الحصول عميو بجمع إجيادي الانحناء والإجياد المباشر,

                                       
z

vP

A

P

z

M

A

P ˆ
 

 إذا أخذنا نصف قطر التقويسة الأولي,من النادر أن يخمو عمود من درجة ما من التقوس. 

                                                     
2

2

1
dx

vd
Ro  

ذا استخدمنا الصيغة التالية,  وا 

                                           M
RR

EI
o











11 

 نحصل عمى,

                                              
2

2

2

2

dx

vd
EIM

dx

vd o 

                                              
2

2
2

2

2

dx

vd
y

dx

vd o 

سنفترض أنَّ التقوس الأولي 
L
x

o sincv   وىي تعنى بالحالات الطرفية, وتجعل القيمة

 وعميو تُصبح المعادلة, cالقصوى للانحراف 
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L

x

L

c
v

dx

vd 
 sin

2
2

2

2

 

 والحل الكامل,

               
L

x

L

Lc
xBxAv







 sin

/
cossin

2

2

2

22



 

                                      0,0,0  Bvx 

              
  

0,0,
2

 A
dx

dvL
x

  
 

                                     
L

x

L

Lc
v






sin

/

/
222

22


 

                              
2

2

,sin
L

EI
P

L

x

PP

Pc
v e

e

e 



 

                                               
PP

PPc
vPM

e

e


 ˆˆ 

 نواحي القصور في نظرية اويمر:

في الواقع لا يوجد عمود مستقيم كامل الاستقامة أصلًا ثم أنَّ الحمل المحوري ىو حالة مثالية. 

فالحمل عادة يكون لا تمركزياً ولكن قيمة اللاتمركز تكون مجيولة. كما أنَّو إذا سممنا بأنَّ العمود 

ديمة الفائدة. أضف إلي مقوس فإنَّ التقوس يكون مجيولًا. وبالتالي فإنَّ نظرية اويمر تبدو وكأنيا ع

ذلك ىنالك منطقة يتداخل فييا العمود الطويل والعمود القصير ويصعُب فييا التحقق من إذا كان 

 عمود معين سينيار نتيجة السحق أو الانبعاج.

 لنأخذ المعادلة التالية:

                               
 2

2

2

2

/ kL

E

AL

EI

A

Pe
e


  

 موضَّح في الرسم.( ىو كما L/kضد ) σeمنحني 
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σc = 230N/mmبالنسبة لمصمب 
 

 ,E = 205kN/mm
 

, 

80
320

10.205 3

 



c

E

k

L 

بسبب نواحي القصور التي أوردناىا في صيغة اويمر, نستخدم صيغ تجريبية تأخذ في الاعتبار 

 تقوس العمود واللاتمركز في الحمل. ومن الصيغ:

 . صيغة رانكين:1

        
 2/1 kLa

A
P c




 

ثابت يعتمد عمى المادة المصنوع منيا العمود والحالة الطرفية, وىذا الثابت متوفر في  aحيث 

 جدول.

 . صيغة جونسون:2

                                           2
/1 kLbAP c  

 ثابت. bحيث 
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 (:1مثال)

أدي إلي انبعاجو.  ضغط محوريسُمط عميو حمل  4.8mm×12.5mmومقطعو  1mعمود طولو 

باستخدام صيغة اويمر, أوجد الانحراف الأقصى قبل أن يصل الإجياد إجياد 

280N/mmالخضوع
  ,E = 72kN/mm

 . 

 الحل:

 أصغر عزم ثاني لممقطع,

                                   4
3

2.115
12

8.45.12
mmI 


 

 مساحة المقطع,

                                        2608.45.12 mmA  

 الحمل الحرج,

                      N
L

EI
Pc 82

10

3.11510.72
6

32

2

2





 

 عزم الانحناء الأقصى في الوسط,

                                                    vvPM c
ˆ82ˆˆ  

 ىي الانحراف الأقصى. v̂حيث 

جياد الإنحناء,الإجياد الأقصى ىو مجموع   الإجياد المباشر وا 

                                                        
I

M

A

P
 

                                          
2.115

4.2ˆ82

60

82
280




v 

                                                      mmv 163ˆ  

 (:2مثال)
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طول العمود  48mmوالداخمي  60mmعمود من الصمب عمى شكل ماسورة قطرىا الخارجي 

2.2m  وطرفاه مسماريان, والحمل موازي لمحور العمود. أوجد أقصى لا تمركز لكي يصبح حمل

310N/mmمن حمل اويمر. إجياد الخضوع      الاعاقة 
  ,E = 207kN/mm

 . 

 الحل:

                              4444 10.6.374860
64

mmI 
 

                                   222 10184860
4

mmA 
 

            kNN
L

EI
Pc 158

2200

10.6.3710.207
2

432

2

2





 

 P = 0.75Pc = 118.5kNإذن حمل الاعاقة                           

              4

43

3

10.3.12
10.6.3710.207

10.5.118 



EI

P
 

               36.1sec
2

220010.3.12
sec

2
sec

4








 


L 

                                                   779.4 

       hh
L

hPM 33 10.56677.410.5.118
2

secˆ 
 

(h .)ىي اللاتمركز 

 الاجياد المباشر,

                     2
3

/4.116
1018

10.5.118
mmN

A

P
d  

 

 الإنحناء,جياد إ

           2

4

3

/2.4530
10.6.37

10.655
ˆ

ˆ
mmNh

h
y

I

M
b  
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 الإجياد الكمي,

                                               bd   

                                     h2.454.116310  

                                              mmh 28.4 

 (:3مثال)

لإيجاد مقيَّد الطرفين ومقطعو كما موضَّح في الرسم أدناه. استخدم صيغة رانكين  6mعمود طولو 

. خذ إجياد الخضوع في حالة الضغط 3.5حمل الضغط المسموح بو إذا كان عامل السلامة 
2

c mm/N320 و الثابتa = 1/30000. 

 
 الحل:

 المعطيات:

                                           4610.5.108 mmI x  

                                            4610.7.65 mmI y  

                                           2210.5.122 mmA  

                               2/4.915.3/320 mmNw  

 نحصل عمييا من الآتي: kأقل قيمة لــ 

                                                          IyAk  
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                                        62 10.7.6510.5.122 k 

                                                   mmk 2.73 

                                  6712
2.73

10.6
2

32



















k

L 

 صيغة رانكين,

                                            2/1 kLa

A
P c




 

                      kNNP 915
10.30/67121

10.5.1224.91 2





 

 (:4مثال)

وقطره الخارجي  5m. إذا كان طول العمود 1MNعمود مجوف مقيَّد الطرفين مُسمَّط عميو حمل 

250mm أوجد القطر الداخمي باستخدام صيغة رانكين. الثابت ,a = 1/6400   إجياد التشغيل

80N/mm
 . 

 الحل:

 ,d mmإذا كان القطر الداخمي 

                                        22250
4

dA 
 

                                      44250
64

dI 
 

             
 22

442

250

4
250

64 d
d

A

I
k




 

                                  222 250
16

1
dk    

                    
22

3

22

32

250

10.5.62

250

1610.25

ddk

L















 

                                    2
c

k/La1

A
P





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 
 223

22

25010.5.621

2504/80

d

d
P






 

 والتي يمكن تبسيطيا كما يمي,

                                  
  6

23

44

10
10.125

25020







d

d
P 

 وبعد قميل من المعالجة نحصل عمى,

                             0191610.9.15 234  dd 

                                        232 10.6.36 mmd  

                                                mmd 191 

 تمرين:

kMوطرفاه مبنيان في مادة توفر عزم تثبيت  Lعمود طولو  .1 o   حيثk ثابت وθ 

 زاوية الدوران في الطرف. برىن أنَّ حمل الانبعاج يمكن الحصول عميو من الآتي:

k

PL






2
tan  و

EI

P
2. 

. 10kNالانبعاج يكون فإنَّ حمل  05m3.إذا كان العمود مسماري من الطرفين وطولو 

برىن أنَّ حمل الانبعاج سيتضاعف تقريباً إذا كان الطرفان مقيدان وتوفر المادة عزم 

 .180Nm/radالتثبيت 

. إذا كان eواللاتمركز  Pزي عمود رأسي كان مستقيماً عندما سُمِّط عميو حمل لا تمرك .2

 , برىن الآتي:Fالانبعاج في الوسط مُنع بواسطة قوة أفقية 

2
tan

1

2

2
sec12

L

a

L

L
P

F
e


















 
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عمود طويل منتظم المقطع كان مستقيماً في البدء عندما سُمِّط عميو حمل ضغط من  .3

الطرفين وعمى نفس الجانب من خط الوسط ولكن كان اللاتمركز عمى أحد الطرفين ضعف 

 اللاتمركز في الطرف الآخر.

عند مقطع يبعد إنحناء يحدث , برىن أنَّ أقصى إجياد Pوالحمل  Lإذا كان طول العمود 

x :  من الطرف ذي اللاتمركز الأصغر حيث أنَّ

EI

P
m

mL

mL
mx 


 ,

sin

cos2
tan 

, أحسب اللاتمركز والذي يتنج إجياد أقصى 25mmوقطر العمود  L = 0.76mإذا كان 
310N/mm

P = 35kN ,E = 200kN/mmحيث أنَّ   
 . 

Ans. (6mm, 3mm) 

عمود طويل كان مستقيماً في بادئ الأمر بينما أحد طرفيو مثبت بقوة والطرف الآخر حر.  .4

تم تسميط حمل لا تمركزي عمى الطرف الحر, وكان خط عمل الحمل موازى لمحور 

 العمود. استنتج صيغة لانحراف الطرف الحر من الوضع الأصمي.

جياد القص الأقصى لعمود صمب تحت ىذه الظروف: الطول    25mmأوجد الانحراف وا 

. 75mmواللاتمركز  3500N, الحمل 25mmوالداخمي  50mmوالقطر الخارجي 

E=206kN/mm
 . 

Ans. (31N/mm
 
, 25mm,   1sec Le  ) 

والداخمي  101mmوقطره الخارجي  2.44mعمود دائري مجوف طرفاه مسماريان وطولو  .5

89mm 4.5لو . قبل التحميل كان العمود مقوساً وأقصى انحرافmm َّعمى افتراض أن .

خط الوسط جيبي, أوجد الإجياد الأقصى الذي ينتج منو حمل ضغط محوري مقداره 

10kN .E = 205kN/mm
 . 
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Ans. (6.3N/mm
 
) 

الانحراف الأولي وفق برىن أنَّو إذا كان ىنالك عمود مُقوس وطرفاه مسماريان حيث أنَّ  .6

 الصيغة التالية:

 x
L

xc
vo  1

4
2

 

 :Pبرىن أنَّ إجياد الضغط الأقصى الذي ينجم من حمل 


























 1

2
sec

8
1

22

c

c
c

P

P

P

P

k

hc

A

P 


 

 k=I/Aحمل اويمر,  Pcالانحراف الأولي في الوسط,  cمساحة المقطع,  Aحيث أنَّ 

 مسافة أكثر الشرائح بعداً عن محور التعادل. hذات المعروف, و

الخارجي وقطره  2.3mقارن حمل الاعاقة حسب صيغتي اويمر ورانكين لأنبوب طولو  .7

عمى التوالي, وذلك عندما يكون طرفاه مسماريان. خذ إجياد  33mmو 38mmوالداخمي 

320N/mm الخضوع
E = 200kN/mm,       وثابت رانكين   

. ما ىو الطول  

 ي تمتنع فيو صيغة رانكين عن التطبيق.الذ

Ans. (1m,  17.1kN,  17kN) 
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 الأسطوانات

 )أ( الأسطوانات الرقيقة:

من أمثمة الأسطوانات الرقيقة صياريج المياه والوقود وأنابيب الغلايات. ىنالك نوعان من 

ح الرسم.  الإجيادات تنتج من تأثير الضغط الداخمي كما يوضِّ

 

في حالة تكون الأسطوانة  σLوالإجياد الطولي  σcوالإجيادان المعنيان ىما الإجياد المحيطي 

 مغمقة من الجانبين.

 لوحدك الآتي:استنتج 

tt
Lc

2

Pr
,

Pr
  

 السمك. tنصف قطر الأسطوانة, و rحيث أنَّ 

 (:1مثال)

3.5N/mmوالضغط الداخمي  600mmأسطوانة ىواء مضغوط قطرىا 
. إذا كانت الأسطوانة  

250N/mmمصنوعة من صمب لو إجياد خضوع 
, أحسب سمك    بينما عامل السلامة   

 الجدار. تجاىل التأثيرات المحمية عند نقاط اتصال الأسطوانة بالغطاء.

 الحل:
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جياد طولي. ونسبة لأنَّ الإجياد  لأنَّ الأسطوانة مغمقة من الطرفين, ىنالك إجياد محيطي وا 

العامل الحاسم لانييار سيكون المحيطي ضعف الإجياد الطولي, فإنَّ الإجياد المحيطي 

 إذن يتم التصميم.الأسطوانة, وعميو 

 إجياد التشغيل,

                             2/100
5.2

250
mmNw  

                                                 
t

w

Pr
 

               mmt
t

7.14,
3005.3

100 


 

 )ب( الأسطوانات السميكة:

قطر الأسطوانة, فإنَّ الأسطوانة يمكن أن  dحيث أنَّ  t < d < d/20إذا كان سمك الأسطوانة 

والإجياد  σhتصف بأنيا سميكة, وفي ىذه الحالة فإن الإجيادات الرئيسة ىي الإجياد المحيطي 

. في ىذه الحالة نجد أنَّ σrكما في الأسطوانات الرقيقة بالإضافة إلي الإجياد القطري  σLالطولي 

 السمك.الإجيادين المحيطي والقطري يتغيران عبر 

 حاول أن تستنج لوحدك الصيغ التالية:

                                    
2r

b
av  

                                    
2r

b
ah  

                                   
2

2

2

1

2

2Pr

rr
L


 

 ثابتان. bو a ىما نصفا القطران الخارجي والداخمي عمى التوالي.  rو  rحيث أنَّ 

 

 (:2مثال)
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. أوجد السمك المطموب لتتحمل الأسطوانة ضغط 60mmأسطوانة ىيدروليك قطرىا الداخمي 

40N/mmداخمي 
60N/mmبحيث لا يتجاوز إجياد الشد الأقصى   

جياد القص الأقصى    وا 

45N/mm
 . 

 الحل:

 الأقصى,)أ( إجياد الشد 

                                                   2r

b
av  

                           2/40,30 mmNmmr v   

                                        0,1  rrr  

(1                                   )
230

40
b

a  

(2                                     )
2

1

0
r

b
a  

2/60,30 mmNmmr h   

(3                                  )
230

60
b

a  

                                                  1021  a 

b = 45.10( لتحصل عمى 1عوِّض في )
 . 

 .r = 67.1mm( لتحصل عمى 2في المعادلة )وأخيراً عوِّض 

 ,tالسمك المطموب 

                                 mmt 1.37301.67  

 

 )ب( إجياد القص الأقصى:
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                                             rh  
2

1
ˆ 

                                             40
2

1
45  h 

                                           2/50 mmNh  

واضح أنَّ التصميم يتم عمى إجياد الشد الأقصى لا عمى إجياد القص الأقصى لأنَّ الأول ىو 

 أكبر.العامل الحاسم إذ يؤدي إلي إجياد محيطي 

 (:3مثال)

إذا  120mmوالخارجي  80mmالإجياد الأقصى المسموح بو في أسطوانة نصف قطرىا الداخمي 

20N/mmكان 
6N/mmبينما الضغط الخارجي   

. ما ىو الضغط الداخمي الذي يمكن تسميطو.  

 أرسم مخطَّط توزيع الإجياد المحيطي والإجياد القطري عبر سمك الأسطوانة.

 الحل:

                                             
2r

b
ar  

                                  Pmmr r  ,80 

                      2/6,120 mmNmmr r   

(1                               )
280

b
aP  

(2                    )          
2120

6
b

a  

                                              
2r

b
ah  

                       2/20,80 mmNmmr h   

(2                              )
280

20
b

a  

                                     310.2.11532  b 
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 2a(,                            2عوِّض في المعادلة )

2/16(,                   1عوِّض في المعادلة ) mmNP  

 الإجياد المحيطي عمى السطح الخارجي,

                                        
2

3

120

10.2.115
2 h 

                                 2/10 mmNh  

 
 (:4مثال)

الانفعالين الطولي مقياسا إنفعال تم تثبيتيما عمى السطح الخارجي لأسطوانة وذلك لقياس 

عمى  200mmو 150mmوالمحيطي. الأسطوانة مغمقة الطرفين وقطرىا الداخمي والخارجي 

التوالي. تحت تأثير ضغط داخمي معين كانت القراءات تشير إلي أنَّ الإجياد الطولي والمحيطي 

36N/mm
72N/mmو  

عمى التوالي وكلاىما إجياد شد. أوجد )أ( الضغط الداخمي   

)ج( التغير في السطح الداخمي نتيجة الضغط.  )ب(الإجياد المحيطي عمى السطح الداخمي

E=206kN/mm
  ,.    1 28 

 الحل:

,  dو  dوالقطرين الداخمي والخارجي  σLوالإجياد الطولي  P)أ( إذا كان الضغط الداخمي   فإنَّ

                                        2

1

2

1

2

2 PdddL  
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                             222 15015020036  P 

                               2/28 mmNP  

 )ب( الإجياد المحيطي عمى السطح الداخمي,

                                            
2r

b
ar  

                                            
2r

b
ah  

                                         ahr 2 

mmNhrعند السطح الخارجي,     /72,0   

72إذن,                                     hr  

2/28عند السطح الداخمي,               mmNr  

                                 7228  h 

                               2/100 mmNh  

 )ج( الانفعال المحيطي:

                                  
EEE

Lrh
h








 

   6

3
10.475362828.0100

10.206

1 h 
 الزيادة في القطر الداخمي = والزيادة في المحيط الداخمي

                                                11 dd h 

                 mm0712.015010.475 6   

 (:5مثال)

. سماح الانكماش 60mmأنبوب مركَّب يتكون من أنبوبين أحدىما فوق الآخر. القطر الوسيط 

. إذا كان كلا الأنبوبين مصنوع من 10mm, كل أنبوب سمكو 0.01mm)محسوب القطر( 
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E = 200kN/mmالصمب )
أحسب مخطَّط توزيع الإجياد (, أحسب الإجياد بين الأنبوبين.  

 المحيطي عبر الجدار الناجم من:

60N/mm)أ( الإنكماش                              )ب( ضغط داخمي 
  

ح أيضاً ناتج توزيع الإجياد المحيطي.  وضِّ

 الحل:

 أولًا: الإجيادات الناجمة من الانكماش: الأنبوب الداخمي,

                                                2r
r

b
a 

 

                                      0,20  rmmr  

                                   or Pmmr  ,30 

(1                                 )
220

0
b

a  

(2                               )
2o

30

b
aP  

 ( نحصل عمى,2( و)1من المعادلتين )

                         oo PbPa 720,9.1  

 الأنبوب الخارجي,

                                      or Pmmr  ,30 

                                        0,40  rmmr  

(3                                   )
230

'
'

b
aPo  

(4                                )        
230

'
'0

b
a  

                         oo PbPa 2057',286.1'  
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الإجياد المحيطي,                                  
2h

r

b
a  

 الأنبوبة الداخمي,

                                          
2

720
8.1

r

P
P o

oh  

                                  oh Pmmr 6.2,30   

 لخارجي,الأنبوب ا

                                     
2

2057
286.1

r

P
P o

oh  

                               oh Pmmr 572.3,30   

 يمكن استنتاج سماح الانكماش ىكذا,

                                              d
E

11 '
1

  

إجياد الشد عمى السطح  '1إجياد الضغط عمى السطح الخارجي للأنبوب الداخمي  1حيث أن 

 القطر الوسيط. dالداخمي للأنبوب الخارجي و

              01.060572.3206
10.200

1
3

 oo PP 

                                             2/4.5 mmNPo  
 ثانياً الإجيادات الناجمة من الضغط الداخمي:

 الأنبوب المركب,

                        2/60,20 mmNmmr r   

                                      0,40  rmmr  

                                                
2

"
"

r

b
ar  

(5                                 )
220

"
"60

b
a  
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(6                            )        
240

"
"0

b
a  

 ( نحصل عمى,5( و)5المعادلتين )من 

                               32000",20"  ba 

                              
22

32000
20

"
"

rr

b
ah  

                         2/100,20 mmNmmr h   

                        2/6.55,30 mmNmmr h   

                         2/40,40 mmNmmr h   

جياد الانكماش كما يمي  :وا 

 الأنبوب الداخمي,

                                        
2

3888
72.9

r
h  

                       2/4.19,20 mmNmmr h   

                       2/0.14,30 mmNmmr h   

 الخارجي,الأنبوب 

                                         
2

11108
94.6

r
h  

                          2/3.19,30 mmNmmr h   

                          2/9.13,40 mmNmmr h   

 ثالثاً: ناتج الإجيادات,

 الأنبوب الداخمي,

                          2/6.80,20 mmNmmr h   

                          2/6.41,30 mmNmmr h   
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 الأنبوب الخارجي,

                          2/9.74,30 mmNmmr h   

                          2/9.53,40 mmNmmr h   

 تظير.أن تبُيِّن القيم الرئيسة في المخطَّط والتي لم توزيع الإجيادات في المخطَّط أدناه. حاول 

 
 (:6مثال)

تم كبسو عمى عمود من الصمب  120mmوقطره الخارجي  120mmقميص من الصمب طولو 

130N/mmبحيث كان الإجياد المحيطي الأقصى في القميص  80mmقطره 
. أوجد الضغط  

في جدار الناجم عمى السطح المشترك. أرسم مخطَّط توزيع الإجيادات القطرية والمحيطية 

 القميص.

 الحل:

 )أ( العمود:

                                              orh P  

 )ب( القميص:

                                                      2r

b
ar  

                                      or Pmmr  ,40 

                                        0,60  hmmr  
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 (1                                 )
240

b
aPo  

 (2                           )          
260

0
b

a  

 ( نحصل عمى,2( و)1من المعادلتين )

                                oo PbPa 2880,8.0  

                           2

2

2

2880
8.0

r

P
P

r

b
a oh  

                          2/130,40 mmNmmr h   

                                  
240

2880
8.0130 o

o

P
P  

                                          2/50 mmNPo  

                            2/80,60 mmNmmr h   

 
 مرين:ت

60N/mmأسطوانة سميكة معرَّضة لضغط داخمي  .1
جياد شد محيطي عمى السطح    وا 

150N/mmالداخمي 
وكذلك الطولي, , أحسب الإجياد المحيطي عمى السطح الخارجي  

 .80mmو 120mmقطرا الأسطوانة 

Ans. (48N/mm
 
,  96N/mm

 
) 
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وسمكيا  450mmأحسب الضغط الداخمي المناسب في أسطوانة ىيدروليك قطرىا الداخمي  .2

250mm  15إذا كان الإجياد المسموح بوN/mm
 . 

Ans. (9.5N/mm
 
) 

مفتوحة من الجانبين ومعرَّضة  200mmوالخارجي  150mmأسطوانة قطرىا الداخمي  .3

14N/mmلضغط خارجي 
. أحسب إجياد الضغط المحيطي الأقصى وتقمص قطري  

E = 200kN/mmالأسطوانة الخارجي والداخمي 
  ,28.0. 

Ans. (0.046mm,  0.048mm, 64N/mm
 
) 

, تم عممو بكبس أنبوب عمى 250mmوالخارجي  150mmأنبوب مركَّب قطره الداخمي  .4

. إذا كان سماح الانكماش 0mm  الوسيط الآخر من نفس المادة وكان القطر 

0.05mm  .أحسب الضغط القطري بين الأنبوبين عند القطر المشتركE= 200N/mm
 

 

أوجد أيضاً الإجياد المحيطي الأقصى والأدنى في كلا الأنبوبين الناجم من الانكماش. إذا 

70N/mmتعرَّض الأنبوب إلي ضغط داخمي 
, فكم تكون الإجيادات عمى السطحين  

ح توزيع الإجيادات المحيطية قبل تسميط  الداخمي والخارجي لكل أنبوب؟ أرسم مخطَّط يوضِّ

 الحمل الداخمي وبعده.

N/mmلإجابة: الإجياد ا
  

 الأنبوب الخارجي الأنبوب الداخمي 

75mm 100mm 100mm 125mm 

 21.9 28 -22 -28.1 الانكماش

 78.8 100.9 100.9 148.8 الضغط

 100.7 128.9 78.9 120.7 الناتج
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80N/mmمعرَّض لضغط  100mmأحسب التغير في قطر عمود مصمت قطره  .5
. خذ  

E = 200kN/mm
  ,28.0. 

Ans. (0.0288) 

قطر  40mmتم كبسو عمى عمود صمب قطره  60mmنحاس قطره الخارجي قميص  .6

. 0.05mmالقميص الداخمي كان أصغر من قطر العمود قبل كبسو وكان الفرق بينيما 

 أوجد:

 )أ( الضغط بين العمود والقميص.

 )ب( الإجياد المحيطي الأقصى في القميص.

 التغير في القطر الخارجي لمقميص.)ج( 

E = 200kN/mmلمصمب 
  ,29.0. 

E = 120kN/mmلمنحاس 
  ,34.0. 

Ans. (+0.0214mm, 115.8N/mm
 
, 44.6N/mm

 
) 
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 :المصطمحات

 Axis محور

 Axial load حمل محوري

 Area مساحة

 Angle زاوية

 Applied load حمل مسمط

 Bar قضيب

 Brittle material مادة قصفة

 Bending moment عزم انحناء

 Bending stress إجياد انحناء

 Brass نحاس

 Build-in beam عارضة مبنية

  Buckling انبعاج

 Complementary تكميمي

 Complementary shear stress اجياد قص تكميمي

 Centre مركز

 Centre of area مركز مساحة

 Channel – section مقطع عمى شكل مجري

 Concentrated load حمل مركَّز 

  Concentrated bending moment عزم انحناء مركَّز
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 Cast iron حديد زىر

 Compression ضغط

 Cantilever beam عارضة وتدية

 Compound مركب

 Compound shaft عمود مركب

 Compound bar قضيب مركب

 Compound stress إجياد مركب

 Compound strain انفعال مركب

 Compatibility توافق

 Copper نحاس

 Coefficient معامل

 Coefficient of expansion معامل التمدَّد

 Concentric متمركز

 Deformation تشوه

 Ductile material مادة مطيمية

 Diagram مخطَّط

 Distributed موزع

 Diameter قطر

 Deflection انحراف

 Elasticity مرونة
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 Elastic limit حد المرونة

 Element عنصر

 Equilibrium توازن

 Force قوة

 Failure انييار

 First moment of area العزم الأول لممساحة

 Flange شفة 

 Frame ىيكل 

 Failure criteria معايير الانييار

 Gap فجوة

 Hook's law قانون ىوك

 I I – sectionمقطع 

  Isentropic material مادة متشابية الخواص 

 Length طول

 Longitudinal stress اجياد طولي

 Material مادة 

 Mechanics of materials ميكانيكا المواد

 Modulus معاير

 Modulus of elasticity معاير المرونة

 Modulus of rigidity معاير الجساءة
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 Maximum stress الاجياد الأقصى

 Mohr's law دائرة مور

 Neutral axis محور التعادل

 Normal عمودي

 Nut صامولة

 Oblique plane مستوى مائل

  Proportional limit حد التناسب

 Plasticity المدونة

 Parallel axis theorem نظرية المحاور المتوازية

 Perpendicular axis theorem نظرية المحاور المتعامدة

 Plane مستوى

 Propped cantilever عارضة وتدية مدعومة

 Polar moment of area العزم القطبي لممساحة

  Point of contra flexure (inflexion) نقطة الانقلاب

 Pulley بكرة 

 Propeller shaft عمود دفع

 Power قدرة

 Principal stress إجياد رئيس

 Principal strain انفعال رئيس

 Principal plane مستوي رئيس
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 Pin-hinge مفصمة مسمارية

 Rigid bar عمود جائسئ 

 Rail سكة حديد

  Radius of curvature نصف قطر التقويسة

 Stress إجياد

 Strain انفعال

 Steel (mild) صمب )طري(

 Shear stress إجياد قص

 Shear force قوة قص

 Section مقطع

 Symmetry تماثل

 Second moment of area العزم الثاني لممساحة

 Shear center مركز القص

 Speed سرعة

 Solid (shaft) مصمت )عمود(

 Strain gauge مقياس انفعال

 Strain energy طاقة انفعال

 Shear strain energy طاقة انفعال القص 

 Slope ميل

 Sleeve قميص –جمبة 
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 T  T – sectionمقطع عمى شكل 

 Torsion إلتواء

 Tension شد

 Twisting moment عزم إلتواء

 Torque عزم إلتواء

 Thermal stresses إجيادات حرارية

 Temperature درجة حرارة

 Theories of failure نظريات الانييار

 Tube أنبوب

 Uniform distributed load حمل موزع بانتظام

 Web وترة

 Work شغل

 Working stress إجياد تشغيل 

 Washer وردة

 Yield خضوع

 Yield stress إجياد خضوع

  

 

 

 


