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 الفصل الأول

د )  (.F. E. Mأسلوب العنصر المحدَّ

(Finite Element Method) 

 (Introductionمقدمة:      ) 1.1

هو الأسلوب المباشر لحساب التفاوتات للوصول إلي الحل التقريبي للمسائل المتصلة  

مسددائل وهدد ا مددتح بتحويددل ال لجزئلددة  المعقدة  االحلددول التقريبلددة للمعدداةات التفاعددللة العاةلدة وا

  بةرجة حريتها اللانهائلة إلي المسائل بةملة لهدا ةرجدة حريدة continuumالمتصلة المعقة  ا

 محةة  خواصها قريبة من النمو ج الأصلي 

لسددتخةح لسددلوب العنصددر المحددةة لحددل المسددائل  ات الشددعل الهنةسددي المعقددة التددي ا  

ة القلاسددلة  ول ددن انددةما لعددون الشددعل الهنةسددي المددراة حسدداب التحلمللددلمعددن حلهددا بالأسددالمب 

ة   التقاوتدات يلدم معقدةاإ يدانم المهمدة تصدب  ل يددر تعقمدةاإ وصدعوبة  يدي صريقدة العناصدر المحددةم

لمعن تفاةي ه ه المصدااب بتخمدل هد ه لنم الجسدح المصدمت المدراة إجدرال هد ه الصريقدة اللدم 

ة  لتسهمل حلم لمعن تقسلمم إلي اةة من التقسلمات ا  لمحةم

د: 1.2  الفكرة الأساسية لأسلوب العنصر المحدَّ

ليترض لنمم مُراة إمجاة توزيع ةرجة الحدرار  للحالدة المسدتقر  يدي لوحدة  الفعدر  الأساسدلة  

   elements  واناصر اnodeللوحة إلي اقة اهي تقسلح الشعل الهنةسي 



ة من بعة متح إيتراض لنم مجدال ةرجدة الحدرار  مت فداوت بصدل ة بسدلصة خدلال لي انصدر محدةم

ة الحدةوة اليندائي اسدت مال مجدال الت مدر   لقدوة  اااة  متح استخةاح التفاوت الخصي  لو متعة ِّ

 إجرال التقسلح ه ا لنظاح معاةات جبرية خصلة لمعن حلها بسهولة الى حاسوب رقمي 

 (Review of Matrix Algebraفحص جبر المصفوفات:     ) 1.3

 من الأاةاة, حمث: n  ×mح تعريف المصفوية عصفوف ولامة  مت

 m  اةة الصفوف = 

 n   اةة الأامة = 

 , حمث:ijAمُرمز لعنصر من المصفوية عدد 

 i   صف = 

 j   اموة = 

ijA   هو العنصر لو العةة ال ي لحتل الصفi  والعموةj  
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 m = 1  إ ا عدان m = n   إ ا عدان Squire Matrixتُسدمي المصدفوية مصدفوية مر عدة ا

تُسددمي المصددفوية مصددفوية امددوة لو n = 1 تُسددمي المصددفوية مصددفوية صددف, وا  ا عانددت 

  متجم

 (Notationترميز:        )

A   مصفوية احروف عبمر : 

a    متجم احروف ص مر : 



C  قلاسي اللس تحتم خط : 

   Multiplication of a scalarالعرب بواسصة مقةار قلاسي: ا

ACإ ا عان   بالتالي ,ijij AC   

 (Transpose of a matrixتحوير المصفوفة: )

 متح الحصول الى تحوير المصفوية بتباةل الصفوف والأامة  

 مثال: 
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Tإ ا عان 
AA  بالتالي يان ,A لقال انها مصفوية متمايلة اsymmetric   

 (matrix additionجمع المصفوفات: )

BACإ ا عان   بالتالي يان ,ij+ B ij= A ijC  

جملعهدا  .i.eجملعهدا بدنفس الرتبدة  C,A,Bمتح تعريف جمدع المصدفوية االلدم اندةما لعدون 

 س اةة الصفوف والأامة  لها نف
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 (vector scalar productحاصل ضرب المتجه القياسي:      )

 αقلاسلاإ مقةاراإ  لعون  a ,bحاصل عرب متجهمن 
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 مثال:
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 (matrix multiplicationضرب المصفوفة:  )

اجعل 
nq

B

qm
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بالتالي, 



q

1k
kjikij BAC 

مسداو  لعدةة الصدفوف يدي  Aمتح تعريف حاصل عرب المصفوية انةما لعدون ادةة الأامدة  

B  

 مثال:
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 .i.eاموماإ, لعون عرب المصفوية غمر قابل للتبةمل 

BAAB  



  :   )TA TB=  T)AB وع ِّ  لنم

 (unit or identity matrixمصفوفة الوحدة:     )

 متح تعريفها عدددددددددددد Iالوحة   لمصفوفة ijδالمعونات 
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jiif0
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ijδ تُسمي بةلتا عرونلعر اkronecker delta   
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دة المصفوفة:  )  (determinant of a matrixمحد ِّ

ة  مصفوية   مصفوية مر عة   Aامجب لن لعون   A detعدد ا Aمتح ترممز محةم

  



n

1j
ijijCAAdet 

  ijA  لددددد cofactorهو العامل المرايق ا ijCحمث 

 (Inverse of a matrixمعكوس المصفوفة:   )

منددت    A-1ومععوسددها  Aمددث لنم حاصددل عددرب مصددفوية مددتح تعريددف مععددوس مصددفوية بح

 مصفوية وحة  

A 1-A= I =  1-A A 
يقددط لعددون هنالددس مععوسدداإ للمصددفوية المر عددة  مععوسددة المصددفويات الصدد مر  اعميددال حتددى 

   لمعن تحةمةه بالصل ة التاللة,3×3رتبة 



 Adet

C
A

T
1


 

  Aهو تحوير مصفوية العامل المرايق  TCحمث 

 ( Linear Algebraic Equationالمعادلات الجبرية الخطية: )

هي نظح لمعاةات تظهر يمها القلح ال مر معلومة خصلاإ وا لعدون هنالدس اوامدل تفاعدللة لو 

 ت امللة 

 مثال:

2x2x3x 321  

   1x2x4x2 321  

          3xx4 32  

 االلم لمعن عتابتها عمصفوية عالآتي:المعاةات اليلاث 
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bxA  

 مثال:

bxAلوجة الحل للنظاح    

 الحل:

 A-1لعرب مسبقاإ بدددد 

bAxAA
1
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 (Quadratic forms) الصيغ التربيعية:         

 , بالتدالي يدانم المقدةار Aمتجدم ابدنفس ادةة الصدفوف عدددد  xمصدفوية مر عدة و  Aإ ا عانت 

 القلاسي النات  
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 ت ون: Aلسمي بالصل ة التر لعلة  لُقال لنم المصفوية 

ة  امجابلاإ إ ا عانت  /1 0xقلح  ل ل α > 0محةم   

ة  امجابلاإ إ ا عانت  /2 0xل ل قلح  0شبم محةم   

ة  امجابلاإ ا Aإ ا عانت   , بالتالي يانم لها مععوساإ, وpositive definiteمحةم  0Adet  

  Differentiation and Integration of Matricesتفاعل وت امل المصفويات:  ا

هددي مصددفوية  A  ت امددل المصددفوية xهددي ةوال للمت مددر  Aايتددرض لنم معونددات مصددفوية 

الددى انفددراة   Aوالتددي مددتح الحصددول الددى معوناتهددا بت امددل لي معونددة لدددد  Aبددنفس الرتبددة عدددد 

والتدي مدتح الدى معوناتهدا  Aهي مصفوية بنفس الرتبدة عدددد  Aيانم مشتقة المصفوية  ,وبالميل

  Aلي معونة لدد بت امل 

 مثال:
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د:  ) 1.4  (procedure of finite element methodخطوات أسلوب العنصر المحدَّ

 (Discretization. التقسيم:      )1

ة   هد ه العناصدر قدة ت دون  ات بعدة واحدة لو  لُقصة بم تقسدلح نصداا الحدل إلدي اناصدر محدةم

    تُسددمي النقددات التددي تحددة 1.1بعددةمن لو يلايددة ااتمدداةاإ الددى المسددألة التددي بأمددةمنا اشددعل ا

    سمتح التعامل يي ه ه الةراسة بعنصر  و بعة واحة nodesالعناصر بالعقة ا

 
  1.1شعل ا



 (Element Equation. معادلة العنصر:      )2

تح ت دددوين معددداةات ايتدددراض شدددعل الحدددل ل دددل انصدددر الدددى حدددةه  هددد ا ا جدددرال مدددتح الدددى مددد

 مرحلتمن هما:

 اختلار ةالة تقريبلة لها معاملات مجهولة القلح  /1

 تحةمة قلح له ه المعاملات  مجاة الحل لعنصر واحة  /2

ر  و بعددة    مدديلاإ لعنصددpolynomials  مددتح اختلددار ةوال متعددةة  الحددةوة ا1يددي المرحلددة ا

 واحة ت ون الةالة من الرتبة الأولي امعاةلة خط مستقلح  لي لن:

                                1ا        xaaxu 10  

هددددي المت مددددر  xهددددي معدددداملات مجهولددددة القددددلح,  1aو 0aهددددي المت مددددر التددددابع,  u(x)حمددددث 

 صريي العنصر عالآتي:  ل1 , ت تب المعاةلة ا1.2المستقل  با شار  للشعل ا

                               2ا    








2102

1101

xaau

xaau  

حمث  11 xuu   و 22 xuu   

 عما ملي: 1aو 0a  لتحةمة 2لمعن حل المعاةلة ا

                                 3ا     
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  ,1  يي المعاةلة ا3اةلة ابتعولض المع

2211                                  4ا     uNuNu  

 لو يي شعل مصفوية,



                               5ا        
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   هما:shape functionتسملان بةوال الشعل ا 2Nو 1Nحمث 
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 ,1x = x , انةما 6من المعاةلة ا

= 1  1N 

= 0 2N 
 ,2x = xوانةما 

= 0  1N 

= 1 2N 
 يي صور  ةالة متعةة الحةوة, 2Nو 1Nللعاإ لمعن وعع 

xbaN                                    7ا       iii  

 نصر وشروصم الحةلة  ميلاإ للعنصر الأول:تعتمةان الى رتبة الع ibو iaقلح 

                                       0x,Lx 12  

1i:1a,bانةما  1L
1

1  

2i:1a,bانةما  2L
1

2  



 1x – 2L = xهو صول العنصر ولُعصي بالعلاقة:  Lحمث 

  ,7بالتعولض يي المعاةلة ا

                                   8ا       
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 ibو ia  لةندداه مبددمن قددلح 1.1بهدد ه الصريقددة لمعددن إمجدداة ةالددة الشددعل لأي انصددر  الجددةول ا

 للأر ع اناصر الأولي انةما ت ون متساولة الصول 

  1.1جةول رقح ا

 1a 2a 1b 2b العنصر

1 1 0 -1/L 1/L 

2 2 1- -1/L 1/L 

3 3 2- -1/L 1/L 

4 4 3- -1/L 1/L 

   لالاه لنم القلح العموةلة لها اليوابت هي:1.1ملاحظ من الجةول ا

                                      9ا       
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 هي رتبة العنصر  nحمث 

  , 7  يي المعاةلة ا9بتعولض المعاةلة ا

xbaN                                7ا            iii    
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  ,10بتفاعل المعاةلة ا
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ة خصلددة لمعددن وعددعها الددى معدداةات العنصددر الناتجددة تت ددون مددن مجمواددة معدداةات جبريدد

 همئة معاةلة مصفوية عالآتي:

                                            12ا             muk  

هدددي  [u] , و element stiffness matrixهدددي مصدددفوية عدددزاز  العنصدددر ا [k]حمدددث 

وية ال تلددة للعنصددر هددي مصددف [m]مصددفوية مددن امددوة واحددة بهددا ال ملددات المددراة تحةمددةها و 

   وهي للعاإ من اموة واحة element mass matrixا

 (Assembly. التجميع:      )4

هددي امللددة لددر ط معدداةات العناصددر لتحةمددة السددلوس الموحددة للنظدداح ععددل, ويرااددي يلددم مبددةل 

انصدر هدي بةالدة انصدر جةمدة  تُعدرف إحدةايلات اقدة عدل انصدر ااسدتمرار, لي لنم نهالدة 

  و إحةايلات اقة النظاح بال امل Local co-ordinatesبا حةايلات الموععلة االى حة  

   لةناه موع  هاتمن التسممتمن1.3  الشعل اGlobal co-ordinatesبا حةايلات ال ونلة ا

 بعة امللة التجملع متح الحصول الى معاةلة المصفوية ال ونلة عما ملي:

 [M] = ['u] [k]                             13ا          



هدددي مصدددفوية مدددن امدددوة واحدددة بهدددا ال ملدددات المدددراة  ['u]هدددي مصدددفوية ال دددزاز ,  [k]حمدددث 

 هي مصفوية ال تلة للنظاح وهي للعاإ من اموة واحة  [M]و  تحةمةها للنظاح علم

 
  , التسممتان الموععلة وال ونلة للعناصر1.3شعل ا

 (Boundary Condition. الشروط الحدودية:        )4

مجب تعةملها لتستواب الشروت الحةوةلة لنصداا الحدل  هد ه الشدروت   13قبل حل المعاةلة ا

الحةوةلددة تميددل قددلح الحددل يددي بةالددة العنصددر الأول ونهالددة العنصددر الأخمددر  هدد ه التعددةملات 

 تقوة للمعاةلة:

                              14ا            M'uk  

بعدة  صدرا, منهدا تفعلدس  ['u]   مجاة قلح المجاهمل يدي المصدفوية 14حل المعاةلة ا  متح 5

معاةلة المصفوية إلي معاةات آنلة يح حلها  تستخةح ه ه الصرية انةما لعون اةة العناصر 

لن لعون اةة العناصر عبمراإ, يلابة من استخةاح الحاسوب    لما يي حالة 5بسلصاإ القل من 

ح الحاسددوب  مجدداة مقلددوب مصددفوية ال ددزاز  وعددر م يددي معاةلددة ال تلددة  لي يددي الحددل  لسددتخة

:  لنم

                              14ا            Mk'u
1


 

 

 

 



 الفصل الثاني

دة  حل مسائل تحليل الإجهادات باستخدام أسلوب العناصر المحدَّ

(Solution of Stress Analysis Problems Using Finite Element Method)  
 لمعن تلخلص خصوات الحل يي خمس خصوات لساسلة:

 ( Definition of finite element meshتعريف شبكة العناصر المحددة:   ) 2.1

ااتماةاإ الى المسألة التي بأمةمنا, سلعون من المناسب تمممزها عخط لو  ات بعةمن لو يلاث 

 لبعاة 

 (Selection of the displacement model)اختيار نموذج الإزاحة:    2.2

 مجب لن تقابل الةالة التي متح اختلارها لوصف نمو ج ا زاحة لعنصر ما لحعاماإ معمنة:

  of terms in the series oNل/ اةة ااصصلاحات لو العناصر يي المتسلسلة: ا

لسدداوي العددةة  اددةة ااصددصلاحات لو العناصددر يددي المتسلسددلة التددي مددتح اختلارهددا مجددب لن لو

 , rotation , الةوران اnodal displacementا زاحة العقةلة ا .i.eال لي لةرجة الحرية ا

    strainاانفعال ا

  (Compatibilityاانسجاح:   ب/ 

الةالة التقريبلة وبعدض مشدتقاتها التفاعدللة مجدب لن ت دون متصدلة خدلال العنصدر ويجدب لن 

  المتجاور لعون هنالس انسجاح بمن العناصر 

  هو نمو ج ا زاحة البسلط اللس بم انفعال  مللم يي البساصة rigid bodyالجسح الجاسئ ا

نمدو ج يابدت اانفعددال, واللدم يددانم الةالدة التددي مدتح اختلارهدا مجددب لن ت دون قدداةر  الدى تميمددل 

 ه من الشرصمن 



  واصدددصلاحات constantsالقدددةر  مجدددب لن مبدددةل بيوابدددت ا هددد ا متعدددمن لنم تميمدددل متسلسدددلة

   linear termsخصلة ا

 صياغة معادلة الكزازة المتقطعة:  2.3

(Formulating of discrete stiffness equation) 

يددانم توزيددع اانفعددال خددلال العنصددر الفددرةي وتبعدداإ  Qنمددو ج ا زاحددة المفتددرض الددى لسدداس 

 ل لس صاقة الوعع ال للة للتقريب المتقصع لمعن تحةمةها من,

a                      ا    2eUUV 

 = صاقة اانفعال للعنصر  Vحمث, 

       U  صاقة اانفعال للعنصر = 

        = صاقة اانفعال للأحمال المسلصة 

b                         ا  n321 a,,a,a,avV  

n321حمث  a,,a,a,a  حةايلات ا زاحة هي إ 

 للاتزان يانم  لس لقوة لمعاةلة ال زاز  التاللة, dv = 0بوعع الشرت 

c                                       ا     Qak  

 (Solution of the stiffness equationحل معادلات الكزازة:  ) 2.4

ت دددون متمايلدددة وغالبددداإ  [k]يات الجبريدددة    بالصريقدددة المعلاريدددة للمصدددفو cمدددتح حدددل المعاةلدددة ا

 العةمة من اناصرها لساوي صفر 

 (Symmetric matrixالمصفوفة المتماثلة:   )

 A TA =  تُسمي متمايلة إ ا عانت n×nمصفوية ا
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جهاد العنصر:   ) 2.5  (Determining the element strain and stressتحديد انفعال وا 

انةما متح تحةمة نمو ج ا زاحدة يانمدم مدن السدهولة بمعدان حسداب انفعدال العنصدر مدن نمدو ج 

ا زاحة باستخةاح الاقة ا زاحة / اانفعال  ولمعن الحصول الى ا جهاةات انةها بواسصة 

   Hook's lawقانون هوس ا

 (:1مثال ) 2.6

ة لقعمب معرمض لحمل شة:  صلاغة إزاحة العنصر المحةم

  Displacement finite element formation for bar extensionا

  2.4قعمباإ مسلوباإ لحاةي محور الحمل عما موع  يي الشعل اااتبر 

 
  2.4شعل ا
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اه    لةند2.4يي ه ه الحالة يانم التقسدلح هدو ترتمدب خصدي للعناصدر عمدا موعد  يدي الشدعل ا

نعددرف مددن ملعانلعددا المددواة لن التشددوه ات مددر الشددعل  بااتبددار لن المسددلوب قاسددي لعتمددة الددى 

 للمقصع العرعي  u(x)ا زاحة المحورية 
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, 2و 1  عددددد External nodesونعلدددح مواعدددع العقدددة الخارجلدددة ا eنأخددد  انصدددراإ نمو جلددداإ 

   لةناه 2.6شعل اعما هو واع  يي ال xوا حةايي الموععي للعنصر 

 
  2.6شعل ا

  مددتح تحةمددةه با زاحددة العقةلددة deformationوالددى المقلدداس الموعددعي, يددان ت مددر الشددعل ا
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  External applied forces= القوي المصبقة خارجلاإ ا Xحمث 
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 الفصل الثالث

دة في إنتقال الحرارة  تطبيق طريقة العناصر المحدَّ

Application of Finite Element Method in Heat Transfer)) 

 المعادلة العامة للتوصيل للإحداثيات المستطيلة: 3.1

    General Conduction Equation of Cartesian Co-ordinatesا

لمعن اشتقاا المعاةلة العامدة لجسدح مصدمت  و يدلاث لبعداة تتولدة يلدم حدرار  ةاخللدة منتظمدة 

 م ةرجات الحرار  بالنسبة للزمن نتمجة للتسخمن ال ري لجزيئات الماة , وتت مر يل

 
   Fourier's Law of conductionمن قانون يورير للتوصمل:       ا

لقول قانون يورير: معدةمل سدريان الحدرار  خدلال معدةن مصدمت متجدانس مفدرة متناسدب صرةلداإ 

مددع مسدداحة المقصددع المتعامددة مددع إتجدداه السددريان ومددع الت مددر يددي ةرجددة الحددرار  بالنسددبة لصددول 

ممر السريان 
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dt   اه ا قانون تجريبي مؤسس الى المشاهة   
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  rate of heat generationمعةمل تولمة الحرار :        ا

                              dzdydxqQ gg  

 معةمل زياة  صاقة العنصر:

 معةمل ت مر الحرار  بالنسبة للزمن× الحرار  النوالة × معةمل زياة  صاقة العنصر = ال تلة 

                  





t
Cdzdydx معةمل زياة  صاقة العنصر 

 موازنة الصاقة للعنصر تُعصي بالمعاةلة التاللة:
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  thermal diffusivityااانتشارية الحرارية  ا 

  Cوالسعة الحرارية  kاانتشارية الحرارية هي النسبة بمن الموصللة الحرارية 



صددد مر  يفدددي الحالدددة Cعبمدددر  لو قلمدددة  kعبمدددر  يهددد ا لعندددي إمدددا لنم قلمدددة  αإ ا عاندددت قلمدددة 

انتقدال حدراري سدريع ويدي الحالدة اليانلدة لعدون امتصداص الحدرار  بواسدصة  الأولي لعون هنالس

 الجسح ص مر 

معاةلة يلايلة البعة غمر مستقر : 
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 المعادلة العامة للتوصيل للإحداثيات الأسطوانية )القطبية(: 3.2

((General Conduction Equation for Polar Co-ordinates 

جددة , حمددث ةر rانددة لي نصددف قصددر  drااتبددر سددريان الحددرار  خددلال انصددر صدد مر سددمعم 

  k  لجعل الموصللة الحرارية للماة  tالحرار  هي 

 لوحة  صول يي ااتجاه المحوري  لمعن عتابة معاةلة موازنة الصاقة عالآتي:

 
 معاةلة موازنة صاقة العنصر,
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رار  خدددلال جسدددح معدددمن  ات لهملدددة عبمدددر  يدددي ال يمدددر مدددن المسدددائل معريدددة توزيدددع ةرجدددة الحددد

مدددن  الهنةسدددلة  هددد ه المعلومدددة سدددت ون مفمدددة  يدددي حسددداب الحدددرار  المعتسدددبة والحدددرار  المفقدددوة 

 , الآات Turbines , التور منددددات اBoilersالجسدددح  وهددددي مفمددددة  يددددي تصددددملح ال لالددددات ا

   Casting and moulding diesا  , وقوالب السبا ة والصبJet Enginesالنفاية ا

الأساسدلة انتقدال الحددرار , موازندة الصاقدة ومعدةمل انتقددال الحدرار  مدتح تلخلصدها يلمددا المعداةات 

 ملي:
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e.iE   الت مر يي الصاقة الةاخللة = 

ل انتقال الحرارة:        3.3  ((Rate Equationsمعادلات معدَّ
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  One dimensional heat transferانتقال الحرار  لحاةي البعة: ا
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 الفصل الرابع

 تحليل الجملونات

(Analysis of Trusses) 

 (Space Truss Elementالعنصر الفراغي للجملون:  ) 4.1
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  For equilibriumا للاتزان:
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 الفصل الخامس

دة انحراف  العارضات باستخدام طريقة العناصر المحدَّ

(Deflection of Beams Using Finite Element Method) 
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  B. conditionsالشروت الحةوةلة:   ا
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  Boundary conditionsالشروت الحةوةلة:  ا
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